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Resumen  
En este documento se realizó un estudio detallado de la calibración y aplicación de las Regresiones 
Ponderadas Geográficamente en la modelación de relaciones altura-diámetro. Las Regresiones 
Ponderadas Geográficamente son una metodología de análisis espacial capaz de analizar procesos 
heterogéneos, como los existentes en el medio natural. En general, se observó que una calibración 
mediante las distancias de Minkowsky proporciona mejores ajustes que las calibraciones básicas. Las 
Regresiones Ponderadas Geográficamente tienen claras ventajas sobre otros métodos tradicionales 
como las regresiones lineales o los modelos de efectos mixtos. Particularmente importante es la 
capacidad de predicción de coeficientes en áreas no muestreadas, de esta manera estas regresiones 
no necesitan mediciones adicionales ni calibraciones. 
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1. Introducción  

 
La altura del árbol es una variable muy importante en la gestión forestal. Por ejemplo, la altura 

total junto con el diámetro normal permite estimar el volumen del árbol, en masas regulares la altura 
dominante junto con la edad se utilizan para estimar el índice de sitio y la distribución de alturas en 
masas forestales es muy importante para describir la estructura vertical. Sin embargo, la medición de 
alturas suele ser cara, por ello se utilizan modelos altura-diámetro. La construcción de modelos 
altura-diámetro ha sido tradicionalmente realizada usando métodos lineales, modelos de efectos 
mixtos o modelos aditivos generalizados. Sin embargo, hay otras metodologías que no son tan 
utilizadas pero pueden ser perfectamente válidas. En este documento ha sido analizada la 
metodología de las regresiones ponderadas geográficamente (RPG). Las RPG son regresiones que 
analizan datos espacialmente distribuidos de acuerdo con una ventana móvil de diferentes anchos de 
banda y produce un conjunto de coeficientes para las zonas analizadas (Páez & Scott, 2004). En las 
RPG los parámetros son estimados en todas las zonas del área analizada dada una variable 
dependiente y un conjunto de una o más variables independientes de las cuales deben conocerse sus 
localizaciones geográficas (Charlton et al., 2009). Esta metodología se utiliza para explorar la 
heterogeneidad espacial (Brunsdon et al., 1996), la cual es consecuencia de una compleja relación 
histórico-medioambiental impuesta por la competición y la heterogeneidad inherente al medio natural 
(Zhang et al., 2004). Finalmente, a diferencia de los modelos de efectos mixtos, no son necesarias 
mediciones adicionales para predecir el valor de los coeficientes de zonas no muestreadas. Las RPG 
extienden las regresiones lineales analizando la estructura espacial y estimando un modelo diferente 
para cada localización geográfica dentro del área de estudio (Matthews & Yang, 2012). Mediante la 
interpolación de los coeficientes predichos por las RPG, es posible realizar mapas de coeficientes del 
área estudiada. Esto es posible ya que la presencia de correlación espacial hace posible la predicción 
de variables de interés en localizaciones donde no hay disponible mediciones secundarias (Nanos et 
al., 2004). En estudios previos se observó que los modelos altura-diámetro obtenidos con las RPG y 
aplicados a funciones altura-diámetro generalizadas proporcionan resultados que son al menos tan 
buenos como los modelos lineales mixtos (Quirós-Segovia et al., 2016).  
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2. Objetivos 
 

El objetivo principal de este proyecto fue analizar varias opciones de calibración de las RPG 
para modelar la relación altura-diámetro en grandes áreas, para optimizar la parametrización del 
modelo y finalmente poder mejorar los resultados previos. 

 
3. Metodología 
 

Para realizar este estudio se han seleccionadas masas monoespecíficas de Pinus halepensis 
Mill. en la Región de Murcia. El área estudiada se extiende por las regiones montañosas de Sierra 
Espuña, Cambrón, Burete, Lavia y Quipar. En esta región, el pino carrasco crece en masas con bajas 
densidades y relativamente bajas alturas dominantes, probablemente reflejando medias o bajas 
calidades de sitio (Condés & Sterba, 2008). Los datos fueron obtenidos a partir de 230 parcelas con 
2582 pies pertenecientes al Tercer Inventario Forestal Nacional. Para realizar el modelo es necesario 
conocer las coordenadas de los pies de la masa analizada, lo que se calcula mediante coordenadas 
polares proporcionadas por el Inventario Forestal. Los datos estudiados fueron divididos en dos 
grupos. El primer grupo consistió en 152 parcelas con 1697 pies que fue utilizada para desarrollar el 
modelo. El segundo grupo fue utilizado para validar el modelo, y consintió en 78 parcelas con 885 
pies. La tabla 1 muestra las variables de masa de ambos grupos. 

 
Tabla 1. Análisis estadístico de los datos. 

 Grupo 1 - 152 parcelas / 1697 pies 
 d h N G dg Ho Do 
Min 7.5 2.0 14 0.6 10.2 4.0 11.1 
Max 55.7 21.5 1351 27.3 38.3 16.3 39.0 
Media 21.4 8.6 361 9.1 20.2 8.8 24.3 
Desviación Estándar 2.6 8.3 283 5.6 6.3 2.4 5.9 
 Grupo 2 - 78 parcelas / 885 pies 
Min 17.8 2.4 19 1.3 9.2 3.7 12.5 
Max 53.1 15.5 1489 32.4 40.4 12.7 41.0 
Media 20.0 8.0 420 9.3 18.9 8.3 23.4 
Desviación Estándar 7.4 2.1 334 6.2 6.0 1.9 5.4 
 
La ecuación altura-diámetro generalizada que fue seleccionada fue Cañadas I (Cañadas et al., 

1999), (Ecuación 1). Esta función fue elegida por su facilidad de aplicación junto con el hecho de que 
ha dado resultados positivos en su aplicación en masas de pino carrasco (Cabanillas, 2010; Quirós-
Segovia et al., 2016).  
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Donde h es la altura total (m), d es el diámetro normal (cm), H0 es la altura dominante (m) 

obtenida según el criterio de Hart (Hart, 1928), D0 es el diámetro dominante, calculado como la 
media de los 100 pies más gruesos por hectárea, y b0 es el parámetro que será estimado. 

Los modelos fueron ajustados utilizando diferentes anchos de banda y diferentes números 
óptimos de pies en el entorno. El ancho de banda óptimo se calcula con el uso de un núcleo fijo, más 
varios tipos de funciones ponderadas. Un núcleo fijo asume que el ancho de banda en cada centro es 
una constante a lo largo del área de estudio. El número óptimo de pies en el entorno fue calculado 
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basado en la optimización del número de pies, este núcleo se adapta a la densidad de los datos 
analizados. Tanto en el caso del ancho de banda como en el número óptimo de pies, la optimización 
depende del tipo de función ponderada que se utilice. Estas funciones ponderadas son gaussiana, 
bisquare y boxcar. Donde una función gaussiana es una función de distancias continua entre dos 
observaciones; bisquare es una función discontinua, que da valores nulos a observaciones mayores 
que una distancia especificada b; y boxcar es una función simple discontinua que excluye 
observaciones que son más lejanas que una distancia b (Gollini et al., 2015). 

 

Gaussiana:     ( )( )2/be=w ikd
ik

−
           

Bisquare:        ( )[ ]22/1 bd=w ijij −        Donde  b≤  ijd           

                       0=wij                               Donde  b>dij  

Boxcar:           1=wij                              Donde  b≤  ijd          

                       0=wij                               Donde  b>dij  
 
Donde wik es el k-ésimo elemento de la diagonal de la matriz geográfica ponderada, y dik es la 

distancia entre las observaciones i y k, y b es el ancho de banda para el núcleo fijo o el número de 
pies del entorno para el núcleo adaptativo. La librería GWModel en lenguaje R (Binbin et al., 2015; R 
Development Core Team, 2014) ha sido utilizada para ajustar los modelos. Un nivel de P=0.05 fue 
utilizado como test de significancia de las variables de los modelos. La autocorrelación espacial de los 
residuos fueron analizados utilizando el coeficiente de Moran I (Moran, 1950), con la hipótesis nula 
de la existencia de autocorrelación espacial cero en la variable (α=0.05). La bondad de ajuste fue 
utilizada para comprobar la mejora de RPG sobre un lineal (Fotheringham et al., 2002).  

 
Las RPG han sido adaptadas para beneficiarse de un gran rango de matrices de distancia, 

donde se ha demostrado que una matriz de distancia correctamente seleccionada pude mejorar el 
modelo (Binbin et al., 2014). La distancia puede ser calculada de varias maneras, donde la distancia 
euclidiana (DE) es la más utilizada (Binbin et al., 2015). Sin embargo, hay otra importante familia de 
distancias que pueden ser utilizadas variando un parámetro p y un ángulo de rotación θ, estas son las 
distancias de Minkowski (DM). Para calcular la DM óptima se ha de seguir una serie de 
procedimientos descritos detalladamente por Binbin et al., 2015.  

 
Los modelos RPG proporcionan un rango de coeficientes localizados geográficamente a lo largo 

del área de estudio. Por tanto, a partir de una interpolación de los coeficientes del modelo se puede 
obtener un mapa de coeficientes. El método elegido fue el de ponderación de distancia inversa  
(Watson & Philip, 1985). Este método es ampliamente conocido en las ciencias naturales (Chen et al., 
2012) y es fácilmente aplicable a las RPG (Tardanico, 2006). Los modelos fueron validados utilizando 
el mapa de coeficientes conjuntamente con el ‘grupo 2’ de datos. Con el mapa de coeficientes se 
obtuvieron las alturas predichas de los pies que conforman el ‘grupo 2’, mediante la extracción de 
coeficientes en dichas localizaciones. Posteriormente, la validación fue realizada comparando los 
valores de altura observadas con los valores de altura predicha mediante el mapa de coeficientes y 
un análisis estadístico de residuos (Tabla 2). 
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Tabla 2 – Análisis de residuos. e, valor de los residuos; n, tamaño de muestra; yi valores observados; 𝑦�𝑖, valores predichos; 
𝑦𝚤�  valores medios. 

Error medio 𝑀𝑀 =
∑(𝑦𝑖 − 𝑦�𝑖)

𝑛
 

Error cuadrático medio 𝑅𝑀𝑅𝑀 = �∑(𝑦𝑖 − 𝑦�𝑖)2

𝑛
 

Error medio absoluto 𝑀𝑀𝑀 =
∑|𝑦𝑖 − 𝑦�𝑖|2

𝑛
 

Coeficiente de determinación 𝑅2 = 1 −
∑ (𝑦𝑖 − 𝑦�𝑖)2𝑛
𝑖=1

∑ (𝑦𝑖 − 𝑦𝚤�)2𝑛
𝑖=1

 

 
4. Resultados 
 

En la Tabla 3 podemos ver la comparación de los 12 modelos ajustados. Para que un modelo 
sea considerado válido ha de cumplir los siguientes requerimientos: (1) Tener un índice de Moran I 
próximo a 0 y con p>0.05, lo que significaría cero autocorrelación espacial en los residuos. (2) Tener 
un F-test significativo (p< 0.05), lo que significa que el modelo RPG mejora una regresión lineal. 
Según estas imposiciones podemos decir que se observan mejoras cuando se aplican las DM. Siendo 
los modelos con núcleo fijo y funciones ponderadas gaussiana y bisquare los únicos que cumplen 
dichos requerimientos. La función ponderada que peores ajustes proporcionó fue boxcar para ambos 
tipos de núcleos y matrices de distancia. 

Tabla 3- Comparación de diferentes calibraciones de RPG. Donde B es el ancho de banda (núcleo fijo) y el número óptimo 
de pies del entorno (núcleo adaptativo), SRC suma de los residuos cuadrados; R2 coeficiente de determinación; Moran I es 
el índice de Moran; AICc criterio de información de Akaike corregido; F-Test, test para comprobar la mejora de RPG sombre 

regresiones lineales; p, parámetro de Minkowsky  y  θ es el ángulo de rotación de la matriz de distancias. 

 DISTANCIA EUCLIDEANA DISTANCIA DE MINKOWSKY  
B SRC R2 Moran I AICc F-Test (p,θ) B SRC R2 Moran I AICc F-test 

N
Ú

C
L

E
O

 F
IJ

O
 B

ox
ca

r 24779 53.5 0.50 0.08 
P=0.00 -1045 < 1.00 (0.25, 

0.52) 21358 48.4 0.54 0.05 
P=0.00 -1168 <0.01 

B
is

qu
ar

e 

2422 45.7 0.57 0.03 
P=0.00 -1190 < 0.00 (0.25, 

0.52) 13991 44.4 0.58 0.01 
P=0.24 -1178 <0.00 

G
au

ss
 775 44.5 0.60 

0.02 
P=0.05 

 
-1202 < 0.00 (0.25, 

0.52) 5593 43.8 0.59 0.01 
P=0.24 -1209 <0.00 

N
Ú

C
L

E
O

 
A

D
A

PT
A

T
 

 B
ox

ca
r 156 51.2 0.52 

0.08 
P=0.00 

 
-1101 < 1.00 (0.25, 

0.52) 76 49.2 0.54 0.05 
P=0.00 -1146 <0.01 
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B
is

qu
ar

e 
65 45.4 0.57 0.03 

P=0.01 -1198 < 0.00 (0.25, 
1.05) 66 45.1 0.57 0.03 

P=0.00 -1216 <0.00 
G

au
ss

 23 47.0 0.56 0.04 
P=0.00 -1180 < 0.01 (0.25, 

0.52) 23 47.4 0.55 0.04 
P=0.00 -1184 <0.01 

 
En la Tabla 4 se puede ver la distribución de coeficientes de los modelos válidos. Ambos ajustes 

se revelaron prácticamente iguales con valores mínimos (0.12-0.13), medios (0.65-0.66), máximos 
(1.38-1.39), desviaciones estándar (0.18) y coeficientes de correlación (0.58-0.59) similares. La 
validación de estos dos modelos fue también similar, mostrando una gran capacidad predictiva, con 
R2=0.71. El análisis de residuos también mostró alta calidad (ME, -0.1; MAE, 0.8; RMSE, 1.1).  

Tabla 4 – Distribución de coeficientes para los modelos óptimos DM. Donde Min es el valor mínimo de los coeficientes; 
Media es la media de los coeficientes; Max es el valor máximo de los coeficientes; DS es la desviación estándar de los 

coeficientes; R2 es el coeficiente de determinación.  

Distancias de Minkowsky (DM) Min Mean Max SD R2 

Núcleo fijo 
Bisquare 0.12 0.65 1.39 0.18 0.58 

Gauss 0.13 0.66 1.38 0.18 0.59 

 
La distribución de coeficientes de ambos modelos es muy parecido, por lo tanto, también lo es 

su mapa de coeficientes. Un mapa representativo de la regresión DM con núcleo fijo y función 
ponderada gaussiana se puede observar en la Figura 1. Se observa que el mapa refleja cierta 
heterogeneidad en sus coeficientes.  
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Figura 1. Mapa de coeficientes para el modelo de Distancias de Minkowsky con núcleo fijo y función ponderada 

gaussiana. 

5. Discusión 
 

Los modelos de DE proporcionaron resultados con una calidad relativamente buena excepto en 
la función  boxcar. Esto puede ser debido al gran ancho de banda de dicha función ponderada, lo que 
produce que la regresión no capte la heterogeneidad de la zona de estudio. Esto equipara esta 
regresión a una regresión lineal ya que se dan pesos de uno a una gran cantidad de datos (Gollini et 
al., 2015). Sin embargo, este comportamiento cambia cuando utilizamos los modelos con DM, 
mejorando, en general, los ajustes. Estos resultados son acordes con estudios previos donde se 
utilizó las DM para realizar diversos modelos (Binbin et al., 2015). En este estudio se concluía que las 
DM proporcionan una estimación más exacta de los coeficientes de los modelos, especialmente 
cuando la distancia óptima es desconocida, por tanto este método proporciona una visión más real 
de los procesos no estacionarios (Binbin et al., 2015). El mayor problema que se encuentra con esta 
metodología es su complejidad de aplicación y cálculo. 

 
La autocorrelación espacial fue positiva y próxima a cero en los modelos de DE, sin embargo 

puede ser rechazado que exista autocorrelación cero en los residuos de acuerdo con el índice Moran 
I. El cálculo de las matrices de distancia con DM también fue capaz de mejorar la autocorrelación 
espacial de los residuos. La autocorrelación espacial obtenida coincide con estudios previos donde 
fueron estudiadas masas forestales agrupadas aleatoriamente y en clústeres (Zhang et al., 2008). En 
las que se concluía que la presencia de autocorrelación espacial produce estimaciones sesgadas de 
los parámetros de los modelos y reduce la eficiencia del modelo (Zhang et al., 2008). 

 
Las RPG tienen muchas ventajas sobre otras metodologías tradicionales: (1) es un instrumento 

muy útil para explorar la heterogeneidad espacial a varias escalas (Jetz et al., 2005), (2) La 
heterogeneidad espacial se puede mostrar en un mapa de coeficientes, (3) las RPG funcionan con 
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todo tipo de datos espaciales, lo que es muy útil en casos de inventarios de recursos forestales, (4) se 
pueden producir mapas que ayudan a interpretar la heterogeneidad espacial (Goodchild & Janelle, 
2004) y (5) las RPG no necesitan de mediciones adicionales para realizar predicciones en áreas no 
muestreadas. 

 
6. Conclusiones 
 

Diferentes calibraciones de RPG fueron realizadas para obtener una parametrización óptima de 
los modelos altura-diámetro generalizados. Se observó que la calibración básica (DE) proporciona, en 
general, buenos resultados. Sin embargo, la autocorrelación espacial de los residuos no fue 
satisfactoria en estos casos. Por tanto, es altamente recomendable re-calcular las matrices de 
distancia mediante el método de distancias de Minkowsky.  

 
Cuando existe autocorrelación espacial y heterogeneidad en las variables. Las RPG son capaces 

de ajustar mejor los datos y predice la respuesta con mayor exactitud. 
 
Con las RPG es posible calcular la altura de los árboles en todas las localizaciones dentro del 

área de estudio sin necesidad de mediciones adicionales ni calibraciones. Además, las RPG pueden 
ayudarnos a entender procesos espaciales y pueden tener interesantes aplicaciones en áreas como 
la gestión y producción forestal. Por ejemplo, sería posible desarrollar modelos más precisos de 
crecimiento y producción, o evaluar el efecto local de la gestión forestal.  

 
Finalmente, este estudio abre futuras posibilidades de investigación de la autocorrelación 

espacial y posibles factores que expliquen la heterogeneidad espacial en los bosques.  
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